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Multiplicité de la représentation indicatrice

Laurianne Baril et Samuel Leblanc

RESUME Nous présenterons une maniére plus efficace de calculer la multi-
plicité mult(M,Ip) de la représentation indicatrice Ip dans la décomposition
d’une représentation de carquois liée M possédant un seul élément minimal et
un seul élément maximal. Pour ce faire, nous débuterons en introduisant des
notions de la théorie des catégories et de celle des représentations de carquois.
Ceci nous permettra de lier les représentations de carquois aux modules de
persistance. Ensuite, quelques concepts de topologie algébrique et d’analyse
topologique de données seront présentés pour justifier notre intérét pour le
calcul de mult(M,Ip).

1 Introduction

L’analyse topologique de données a pour objectif principal 1’étude de la forme
d’un ensemble de données. Par exemple, ce domaine des mathématiques appli-
quées tente de répondre a diverses questions comme : “Est-ce que les données
sont séparées en lots et si oui, combien?” ou “Est-ce qu’il y a des trous dans
les données et si oui, combien ?”. Ce questionnement de nature topologique est
résolu, ou partiellement résolu, de la fagon suivante. A partir d’'un ensemble
de données, nous construisons une filtration de complezes simpliciauz, pour en-
suite prendre 1’homologie de cette filtration pour obtenir une représentation de
carquois liée. Cette représentation donne l'information cherchée dans sa décom-
position en représentations indécomposables. Le processus est illustré ci-dessous.

Filtration de Représentation Décomposition
Données ——  complexes —— de carquois —— de la
simpliciaux liée représentation

Bien que I’analyse topologique de données touche plusieurs domaines des mathé-
matiques, dans cet article nous nous concentrerons presque uniquement sur la
portion algébrique du sujet. Plus précisément, I'article sera divisé de la maniére
suivante. La section 2 portera sur la théorie des catégories et nous fournira un
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langage qui facilitera le reste de ’exposition. La section 3 introduira ce qu’est
un carquois et ce qu’est une représentation d’un carquois en plus de mentionner
certains résultats sur celles-ci. Les mots filtration, complexe simplicial et homo-
logie, mentionnés précédemment, seront définis dans la partie 4, sur la topologie
algébrique. Cette bréve exposition se fera dans un contexte propre a l’analyse
topologique de données, contrairement aux sections qui I'auront précédée. En-
suite, nous introduirons ’analyse topologique de données dans un cadre plus
formel avec les outils et le langage développés au cours de l'article dans la sec-
tion 5. En particulier, pour P un poset fini, nous montrerons au théoréme 5.16
que les catégories rep(Qp,Zc) et modP := Fun(P, vectx ) sont équivalentes, ou
(Qp,Zc) est le carquois de Hasse de P. Finalement, notre résultat principal sera
démontré dans la section 6. Ce résultat peut étre énoncé comme suit.

Soient P un poset fini et M € rep(Qp,Z¢) ou, de fagon équivalente (voir
théoréme 5.16) un foncteur M : P — vectx. Nous appellerons ces foncteurs des
P-modules de persistences. Notons par Ip la représentation indicatrice, c’est-a-
dire, la représentation de (Qp,Z¢) telle que Ip(z) = K et Ip(x < y) = 1 pour
tous z < y dans P. Ecrivons par resgpM la restriction de M sur le sous-poset
plein 9P de P ne contenant que les éléments minimaux et maximaux et notons
mult(M, Ip) la multiplicité de Ip dans la décomposition de M en représentations
indécomposables. Nous obtenons le théoréeme qui suit.

Théoréeme 1.1. (Théoréme 6.5). Soit P un poset fini et connexe ayant un
unique élément minimal et maximal. Alors, mult(M,Ip) = mult(resgp M, Iop).

2 Catégories

Nous présenterons une courte introduction & la théorie des catégories. Ceci nous
donnera le langage approprié pour le reste de I'article. Pour plus d’informations
sur la théorie des catégories, nous référons le lecteur a [Lan78] et [Riel6].

Définition 2.1. Une catégorie C est la donnée

1. d’une classe d’objets ObjC,

2. d’une classe de morphismes Home(z,y) pour z,y € ObjC (dans ce cas, x est
le domaine des morphismes et y est le codomaine) et

3. d’une composition
o : Home(x,y) x Home(y,2) — Home(x,2)
(f.9)—gof=gf
sujette aux axiomes suivants :
i. La composition est associative.

ii. Il y a un morphisme identité 1, : x — x pour chaque objet z € ODbjC.
C’est-a-dire que pour tout f € Home(z,y), ona fol, = fet 1,0 f = f.
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Les catégories ayant été introduites pour encapsuler plusieurs notions a pre-
miere vue distinctes, il y a énormément d’exemples de catégories. En voici
quelques-unes.

Exemple 2.2. La catégorie triviale * ne contient qu’un objet et le morphisme
identité. La catégorie des ensembles Ens a pour objets les ensembles et pour
morphismes les fonctions d’ensembles. La catégorie des groupes Grp contient les
groupes comme objets et les homomorphismes de groupes comme morphismes. Si
K dénote un corps, la catégorie vect i des K-espaces vectoriels de dimension finie
a comme objets les K-espaces vectoriels de dimension finie et comme morphismes
les applications K-linéaires. Plus généralement, pour un anneau A, on note mod 4
la catégorie des A-modules avec les applications A-linéaires comme morphismes.
La catégorie T op a pour objets les espaces topologiques et pour morphismes les
fonctions continues.

Les catégories mentionnées dans I’exemple qui précede sont toutes localement
petites, c’est-a-dire que la classe de morphismes entre chaque paire d’objets est
un ensemble. En particulier, la classe des objets de Ens n’est pas un ensemble,
mais étant donné deux ensembles E, F' € Obj(Ens), la classe des fonctions entre
ces ensembles, Homg,s(E,F'), est un ensemble.

Nous supposerons tout au long de I'article que nos catégories sont localement
petites.

Définition 2.3. Soient C une catégorie et f € Home(x,y). Alors, f est un
isomorphisme s'il existe un morphisme g € Home(y,x) tel que gf = 1, et
fg =1,. Nous dirons que z et y sont isomorphes et nous noterons x = y.

En suivant 'exemple 2.2, les isomorphismes dans Ens sont les bijections,
ceux dans Grp sont les isomorphismes de groupes et finalement, ceux dans 7 op
sont les homéomorphismes.

Certaines structures bien connues sont elles-mémes des catégories. Notam-
ment, il est possible de définir un groupe comme une catégorie avec un objet et
ou les morphismes sont des isomorphismes. Le poset est un autre tel exemple,
qui sera tres important pour nous.

Définition 2.4. Soit P un ensemble. La relation < est un ordre partiel sur P
si, pour tous a,b,c € P, elle est

i. Réflexive : a < a;
ii. Anti-symétrique : a < b et b < a implique que a = b;
iii. Transitive : a < b et b < ¢ implique que a < c.

Le couple (P, <) est nommé poset. Nous noterons simplement P lorsqu’il n’y a
pas de risque de confusion. De plus, nous écrirons a < bsia <bet b £ a.

Exemple 2.5. Le couple (Z, <) ou < est l'ordre usuel est un poset. Soit £ un
ensemble et soit P(F) ’ensemble des sous-ensembles de E. Alors, (P(E), C) est
un poset.
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Soit P = (P, <) un poset. Nous pouvons voir P comme une catégorie ayant
comme objets les éléments de P et pour tous a,b € ObjP,

Homp(a,b) — {{a — b} S% a <b,
0 sinon.

La réflexivité nous donne l'existence de 'identité 1, € Homp(a,a) et la transi-
tivité nous donne la composition.

Finalement, un graphe orienté peut étre vu comme une catégorie. En effet,
il suffit de prendre les sommets comme objets et les chemins orientés dans le
graphe comme morphismes. La composition est donnée par la concaténation et
les morphismes identités sont les chemins de longueur nulle associés a chaque
sommet.

Définition 2.6. Soit C une catégorie. La catégorie opposée de C, notée CP, est
obtenue en renversant le sens des morphismes. Donc, ObjC = Obj(C), mais
Home(x,y) = Homeor (y,x), pour tous z,y € ObjC.

Etant donné un énoncé concernant une catégorie C, son énoncé dual est celui
obtenu en renversant le sens des fleches et or, est ’énoncé analogue dans C°P.
Cette remarque pouvant paraitre banale sera utilisée a maintes reprises dans
I’article. Par exemple, la limite d’un foncteur F' : C — D est la colimite du
foncteur opposé F : C°? — D (voir définition 2.15).

Définition 2.7. Soit C une catégorie. Une sous-catégorie D de C est une caté-
gorie ot ObjD C ObjC, Homp(z,y) C Home(z,y) et 1, € Homp(z,z) pour tous
x,y € ObjD et la composition dans D est induite par celle dans C.

En outre, nous dirons qu'une sous-catégorie est pleine si Homp(z,y) =
Home¢ (z,y) pour tous z,y € ObjD.

Exemple 2.8. Les groupes abéliens forment une catégorie Ab qui est une sous-
catégorie pleine de Grp. De plus, vectx est une sous-catégorie pleine de Vect,
les K-espaces vectoriels, incluant ceux de dimension infinie.

2.1 Foncteurs

Nous avons vu que les catégories contiennent des morphismes entre les objets.
Nous étendons ce concept naturel a celui de “morphisme” de catégories.

Définition 2.9. Soient C et D des catégories. Un foncteur covariant, ou simple-
ment foncteur, F' : C — D associe a chaque objet x € ObjC un objet Fa € ObjD
et a chaque morphisme f : © — y de C un morphisme F'f : Fo — Fy de D.
Ces associations sont soumises aux contraintes suivantes : si f et g sont des
morphismes composables de C, alors F(gf) = F(g9)F(f) et F(1,) = 1p, pour
tout x € ObjC.

La notion duale de foncteur est celle de foncteur contravariant, qui sont des
foncteurs covariants C? — D.
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Proposition 2.10. Les foncteurs envoient les isomorphismes auzx isomorphismes.

Démonstration. Soient F' : C — D un foncteur et f € Home(z,y) un isomor-
phisme. Alors, il existe ¢ € Home(y,x) tel que gf = 1, et fg = 1,. Or,
F(1,) = F(g9f) = F(9)F(f) = 1p, et de la méme facon, F(1,) = F(fg) =
F(f)F(g) = 1py. Il en suit que F'f est un isomorphisme. O

La définition suivante nous permettra, entre autres, de faire de ’ensemble
des foncteurs entre deux catégories, une catégorie.

Définition 2.11. Soient F,F’ : C — D deux foncteurs. Une transforma-
tion naturelle est une famille ¢ = (¢z)zcobjc composée d’un morphisme ¢, €
Homp(Fz,F'z) pour chaque x € ObjC tel que le diagramme suivant commute

Fo -2, iy

al o |

/
FyTFy

c’est-a-dire que F'(f)p, = ¢, F(f), pour tout f € Home(z,y). On note ¢ : F —
F'. Un isomorphisme naturel est une transformation naturelle ¢ = (¢z)zcobic
ot les ¢, sont des isomorphismes. Dans ce cas, nous noterons parfois ¢ : F = F.

Soient C et D des catégories. Les foncteurs de C a D forment une catégorie
Fun(C,D), ou les objets sont les foncteurs et les morphismes sont les transfor-
mations naturelles entre ces foncteurs.

La prochaine notion est cruciale a 1’étude des catégories.

Définition 2.12. Soient C et D des catégories. Nous dirons que ces catégories
sont équivalentes et nous noterons C = D, s’il existe des foncteurs F' : C — D et
G : D — C admettant des isomorphismes naturels GF = 1¢ et FG = 1p. En
outre, F' et G sont nommés des équivalences de catégories.

Exemple 2.13. Définissons la catégorie C = Matg, qui a pour objet les
nombres naturels et o Home(n,m) est 'ensemble des matrices sur K de taille
m X n. La composition est la multiplication matricielle. On fixe B,, une base de
K™, Alors, les catégories Maty et vectx sont équivalentes. En effet, définissons
les foncteurs
F: MatK — vectg
n— K"
FA: K" — K™
A — Aan —
x— Az

et

G : vectg — Matg
Vi—=dimV

(f:V—=oW)— Bdimv[f]BdimW7
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Ol By y[f]Bumw €St la matrice de f dans les bases Bgim v €t Baimw . 11 est ainsi
possible de trouver des isomorphismes naturels GF = Iypat, et FG = Tyect -

Soit ¢ = (¢n)nen OU @, est la matrice inversible n x n qui ameéne la base
B, a la base canonique de K". Pour toute matrice A = A, xn, le diagramme
suivant commute

GF(n) =n —2— Tyt (n) =n
Gru)| Bt t1=

GF(m)=m = IMat, (M) = m.
Or, ¢ : GF — lMat, est un isomorphisme naturel. Dans le cas inverse, 1’iso-
morphisme naturel FG = 1yect « est encore donné par les changements de bases
appropriés.

Définition 2.14. Soit F' : C — D un foncteur. Un cone de F est une paire
(n, @) constituée d'un n € ObjD et d’une famille de morphismes ¢ = (¢)zcobjc
ou ¢, € Homp(n, Fz) telle que, pour tout morphisme f : © — y de C, on a
Ffogy=dy.

Dualement, un co-cone de F' est une paire (m, 1)) formée d'un m € ObjD et
d’une famille de morphismes 9 = (¢z)zconjc ol ¥ € Homp(Fx,m) telle que,
pour tout f:x — y de C, nous avons 1,y o F'f = 1),.

Définition 2.15. Soit F' : C — D un foncteur. Une limite de F est un cone
(¢, \) de F tel que, pour chaque cone (n, ¢) de F, il existe un unique morphisme
v:n — £ qui rend le diagramme suivant commutatif

pour tout f € Home(x,y), c’est-a-dire que Ay o v = ¢, et Ay ov = ¢y,

Dualement, une colimite de F est un co-cone (p,~y) de F tel que, pour chaque
co-cone (m,1) de F, il existe un unique morphisme p : p — m qui rend le
diagramme résultant commutatif pour tout f € Home(z,y) :

c’est-a-dire p oy, = 1y et poy, = 1y.
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Exemple 2.16. Le noyau d’un morphisme de groupes est un exemple de limite.
En effet, soient G, H des groupes et f : G — H un morphisme de groupes.
Notons ey 1’élément neutre de H et considérons le morphisme ¢ : G — H
défini par e(g) = ey pour tout g € G. Vérifions que ker f, avec le morphisme
d’inclusion j : ker f — G, correspond a la limite du foncteur (e = o) — Grp
suivant :

!
G == H.

Premiérement, f(j(g)) = en = £(j(g)) pour tout g € G et donc foj=coj.
Deuxiémement, si nous avons un morphisme de groupes ¢ : G’ — G tel que
fle(d") =el(ev(¢')) = em pour tout ¢’ € G, alors im ¢ C ker f et donc ¢ = jo
ce qui entraine que ker f est une limite.

Dualement, le conoyau est un exemple de colimite.

Proposition 2.17. La limite (et la colimite), si elle existe, est unique d iso-
morphisme preés.

Démonstration. Soit F': C — D un foncteur. Supposons qu’on a deux limites de
F, notées (¢, ) et (¢',¢'). En particulier, ¢ est un cone, ce qui implique qu’il y a
un unique morphisme v : ¢/ — ¢ qui fait commuter le diagramme de la définition
2.15, c’est-a-dire tel que ¢, o v = ¢/. De la méme fagon, il existe un unique
morphisme v/ : £ — ¢ tel que ¢/, o/ = ¢,. Alors, si on prend v o/, on obtient
en fait une application telle que v o v/ : £ — £ qui passe par ¢'. Il en suit que
¢pyovor = (pgpov)or = ¢! o/ = ¢,. Par unicité d’'un morphisme du coéne
¢ vers la limite ¢, on a que v o v/ = 1,. De maniére analogue, on peut montrer
que v ov = 1. Il en suit que £ et £ sont isomorphes et, ainsi, que la limite est
unique a isomorphisme pres. O

Soit F': C — D un foncteur. Dl a la proposition précédente, nous noterons
respectivement par lim F' et colim F' la limite et la colimite de F', si elles existent.

Proposition 2.18. Soient F': C — D un foncteur et E : D — &£ une équivalence
de catégories. Supposons que F admet une limite (respectivement une colimite).
Alors, E(lim F') = lim EF' (respectivement E(colim F') = colim EF ).

Démonstration. Ceci découle, par exemple, des théoremes 4.3.3, 4.4.2 et 4.4.3
dans [Riel6]. O

3 Représentations de carquois

Dans cette section, nous présenterons ce qu’est un carquois et ce qu’est une
représentation de carquois. Ces représentations de carquois nous donneront un
cadre rigoureux pour illustrer une catégorie d’intérét particuliere pour ce présent
article. Pour une introduction plus complete a la théorie des représentations des
carquois, nous suggérons [ASS06] et [Sch14].

Pour le reste de l'article, K dénote un corps (commutatif).



8 Multiplicité de la représentation indicatrice

Définition 3.1. Un carquois Q = (Qo, Q1,5,b) est composé d’un graphe orienté
(Qo,Q1), ou Qp est 'ensemble des sommets et 1 est 'ensemble des fleches reliant
les sommets, ainsi que de deux applications s,b: Q1 — Qo. Si o : i — j est une
fleche dans @1, alors s(a) =i est la source et b(a) = j est le but.

Par ailleurs, un carquois @ est dit fini si Qo et Q1 sont finis et il est connezxe
si (Qo, Q1) est un graphe connexe.

Exemple 3.2. On a ci-dessous quatre exemples de carquois finis et connexes.

a1 as 1
1 l—2 —— 1 (@]

] [$P) a3
1—252 Jal \ / 12 2 ——
a2 a7} g
234 3

Définition 3.3. Soit Q = (Qo, @1, s,b) un carquois et soit K un corps. Une
représentation de @) sur K est une paire M = (M;,%q)icQo, acQ,, O (M;)icq,
est une famille de K-espaces vectoriels et (¢q : M) — Mb(a))ate est une
famille d’applications K-linéaires.

Nous dirons qu’une représentation est de dimension finie si les espaces vec-
toriels sont tous de dimension finie.

Pour le reste de I'article, nous supposerons que les carquois sont finis et que
les représentations de carquois sont de dimension finie.

Exemple 3.4. Supposons que nous avons le carquois
Q:1—2-2.
Une représentation M de () serait :

My Lo My,
ou Mj et Ms sont des K-espaces vectoriels et 1), est une application K-linéaire.

En fixant des bases, 1, serait donnée par une matrice sur K de taille dim My X
dim M1 .

Définition 3.5. Soient Q un carquois et M = (M;,1,), N = (N;, ¢o) deux
représentations de ). Une application f = (fi)icg, : M — N, ou f; est K-
linéaire pour tout i € @y est un morphisme de représentations si, pour toute
a:1— j € Qq, le diagramme suivant commute :

M, Yo ar

J
le lfj

De plus, f est un isomorphisme si f; est inversible pour tout i € Q.
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Soit @ un carquois. Alors, les représentations de ) de dimension finie avec
les morphismes définis ci-dessus forment une catégorie, que nous noterons repQ.
Pour alléger la notation, nous noterons M € rep@ au lieu de M € Obj(rep@).

Par ailleurs, pour faciliter les calculs, il est bien commun de fixer des bases
et par le fait méme, noter les morphismes de rep() matriciellement.

Définition 3.6. Soient M = (M;, ), N = (N;, ¢o) € repQ. La somme directe

de M et N est
iEQo,aEQl

M=K 5 K,

M@ N = (Mi@Ni,

Exemple 3.7. Soient

[01] K

deux représentations. Alors,

100
M@N:K@KZMK@K2K34>K2€repQ.

Par récurrence, nous définissons la somme directe de M) ... M@= () ¢
rep@ par (MM @ .- @ M=) @ M™),

Définition 3.8. Soit M € rep@Q. Nous notons par 0 € repQ la représentation
ou M; = 0 pour tout i € Q. Nous dirons que M est indécomposable, si M # 0
et si M = M’ @ M" implique que M’ = 0 ou que M"” = 0.

Nous dirons qu’un carquois @ est de type fini s’il y a un nombre fini de classes
d’isomorphismes de représentations indécomposables dans rep().

Exemple 3.9. Les représentations suivantes de 1 —— 2 <i 3 sont indécom-

posables :

K13 K¢l Ket0o—s K0

Théoréme 3.10. (Krull-Remak-Schmidt). Soit M € repQ. Alors,
M2MYg...e ™

ot M) est indécomposable pour tout v = 1,...,n et cette décomposition est
unique a permutation et isomorphisme des facteurs directs preés.

Démonstration. Pour 1'unicité, voir 1.4.10 dans [ASS06].
L’existence de la décomposition est toutefois plus simple a montrer. Soit
M € rep@Q. Si M est indécomposable, alors la démonstration est terminée. Sinon,

montrons ’existence de la décomposition par récurrence. Prenons le cas de base
M2 MY e M, Si MO et M@ sont indécomposables, la démonstration
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est terminée. Sinon, on a MM = MG ¢ M® et M@ = MO ¢ MO, Par
récurrence, on obtient M) = M) @ M2 @ ... Mm) ot M@ =2 M) @
MG2) @@ MGn) ou, pour tous 1 < j <metl<k<mn,onaque M) et
M) sont indécomposables. Cette décomposition se termine effectivement en
un nombre fini d’étapes.

Supposons au contraire que la décomposition ne se termine pas en un nombre
fini d’étapes et notons dim M := (dim M;);cq,. Avec un changement d’indices,
onaque M= MYapMPg... et, par la définition de somme directe, que
dim M = Y22, dim M®). De plus, M® % 0 pour tout ¢ > 1. Puisque Q est fini,
cela signifie qu’il existe un i € Q¢ et un ensemble d’indices infini L. C N pour
lesquels dim Mi(z) > 1 pour tout £ € L. On a une contradiction, car la somme
infinie de nombres naturels non nuls est infinie, mais dim M; est finie pour tout
i € Qo. ]

3.1 Représentations de carquois liées

Dans cette sous-section, nous généraliserons la notion de représentation de car-
quois a celle de représentation de carquois liée. Un cas particulier de cette notion
est central a l’analyse topologique de données.

Définition 3.11. Soient @) un carquois et i,j € Qo. Un chemin c de i a j de
longueur £ est une suite

c=(i]ay,...,ap )
avec oy € Q1 pour tout 1 <t < /et ou s(ar) =1, s(ag) = b(as—1) et b(ay) = 7.
Un chemin ¢ = (i | aq,...,ar | j) peut étre illustré comme suit :

. a1 a9 Oy .
1= 950 S1 cee Sy =]

Nous définissons la source de ¢ par s(c) = s(a1) = i et le but par b(c) =
b(ay) = j. Pour chaque i € Qq, on définit le chemin stationnaire comme étant
le chemin de longueur nulle, ; := (i || 7). Un chemin ¢ de longueur ¢ > 1 est
appelé cycle, si s(c) = b(c). Si £ =1, un cycle est nommé une boucle.

Définition 3.12. Soit @) un carquois. Une relation R dans ) est une combi-
naison K-linéaire de chemins de longueur au moins 2 ayant les mémes source et
but. Or, nous avons que

R = i )\ici
i=1

ou A; € K\ {0}, s(ci) = s(cj), b(c;) = b(cj) et la longueur de ¢; est au moins
égale a 2 pour tous 7,7 =1,...,n.

Définition 3.13. Soit M = (M;,9) € repQ@. Pour un chemin ¢ = (i |
a1,...,0q | j) tel que £ > 1, on définit 1’évaluation de M sur ¢ comme étant
I’application K-linéaire ¥ := ¥, %0, | - Ya, -
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Naturellement, pour une combinaison linéaire de chemins R = Y1 ; Aicy,
nous définissons
n
wR = § )‘Z¢cz
i=1

Nous introduirons désormais le concept de représentations de carquois liées.

Définition 3.14. Soient ) un carquois et Z un ensemble de relations dans Q.
On définit la catégorie des représentations de Q liées par Z, qu’on note rep(Q,Z),
comme la sous-catégorie pleine de rep@ ayant pour objets

Obj(rep(Q,Z)) = {(M;, o) € repQ | Yr = 0 pour tout R € Z}.
Si M € Obj(rep(Q,Z)), nous dirons que M est lice par Z.

Comme nous faisons pour rep@, nous noterons M € rep(Q,Z) au lieu de
M € Obj(rep(Q.T)).

Exemple 3.15. Soient

4
%
3
un carquois et Z = {Sa — 9, uf, uy}. Alors,

K2

[01]
o) e

0 2

—— K
g8
K

2

<
[
=

—
—

=

T).
(7]
est dans rep(Q,Z). En effet, il suffit de vérifier que MgM, = M, Ms, M, Mg =0
et M,M, = 0. Finalement, on calcule que 1[}] = [J§][%], [01][}] = O et

[01][§3] =00l

4 Topologie algébrique

Dans cette section, nous introduirons les bases de la topologie algébrique qui
nous permettront de justifier I’étude des représentations de carquois dans un
contexte d’analyse de données. Pour de plus amples détails, nous suggérons les
livres [Cro05] et [HatO1].
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Définition 4.1. Soit E un ensemble fini. Un compleze simplicial A est un sous-
ensemble de P(E), I'ensemble des parties de F, tel que, sid € A et 0 # d' C d,
alors d’ € A. La dimension d’un complexe simplicial est

imA = - 1.
dim réleai( #d

Les sommets de A sont les éléments d € A tels que #d = 1, donc les singletons.

Exemple 4.2. Soit E = {a,b,c}. Alors, A = {{a}, {b},{c},{a,b}} est un com-
plexe simplicial de dimension 1. Notons que dans ce cas, A peut étre vu comme
un graphe

b c.

a

Ceci se produit lorsque la dimension du complexe simplicial est au plus 1.

Définition 4.3. Soit P un poset. Une P-filtration est une collection d’ensembles
(Ei)iep telle que, sii < j € P,alors E; C E;. SiP={1<2<---<n}, nous

dirons simplement que (E;)?_; est une filtration.

Exemple 4.4. La suite (Ag, A1) ou

Ao = {{a}, {0}, {c}} et Ay = {{a}, {b}, {c}, {a,b}}

est une filtration qui est visualisée de la facon suivante

{a b cjcl{a—b o}

4.1 Homologie simpliciale

Nous présenterons maintenant ce qu’est I’homologie d’un complexe simplicial et
ensuite ce qu’est I’homologie de persistance, calculée & partir d’une filtration de
complexes simpliciaux.

Soit A un complexe simplicial de n sommets ordonnés s; < s < --- < 8p.
Pour un entier 0 < m < dim A, on définit le K-espace vectoriel Cy, qui a pour
base les suites ordonnées de m+1 sommets dans A. Les éléments de C,,, sont donc
les sommes formelles finies ), = \id; avec \; € K et di = (8iy, Siys-- -, Si,) € A
une suite ordonnée de m + 1 sommets. On considére I’application linéaire d,, :
Cm — Cp—1, nommée différentielle, définie sur la base par

m
6m(sio, e 78ij7178ij787;j+17 ceey Sim) = Z(_l)](sim ce ’Sij7178ij+17 ce 75im)-
j=0

Nous nous retrouvons ainsi avec un complexe différentiel (C,,de) de A :

6dim A+1 (5()
—_—

ddim A 52 51
0 Cdim A e 1 Co 0.

Proposition 4.5. Soit A un complexe simplicial et (Ce,0s) un complexe diffé-
rentiel de A.
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7. Sim > dim A, alors Cp, = 0.

7. La différentielle 6,, est K-linéaire.

1. Pour tout m, on a im 641 C ker oy,

iv. Pour tout m, nous avons que ker d,,/im d,,4+1 est un K-espace vectoriel.

Démonstration. (i.) et (ii.) découlent directement des définitions.

(éii.) Il suffit de vérifier que 0y, 041 = 0. Soit s = (s, ..., Si,,,) un élément
de la base de Cj,41. On note §; la suite de (), obtenue a partir de s en retirant
si; et de méme on note 55 la suite de Cp,—1 obtenue a partir de s en retirant

si; et s, pour j # k. Or, 5;1 = 51 ;. Alors,
m+1 ]
SmOm+1(8) = Om Z (—1)’s;
=0
J—1m+1 m+1 m—+1
= Z Z(_ J+k/\+ Z Z J+k 1/7\k
k=0 j=0 k=j+1 j=0
J—1m+1 m+1 m+1
— Z Z (_ +k/\ Z Z +l€/\
k=0 j=0 k=j+1 j=0

Puisque 51 = 51, chaque terme dans la somme revient précisément deux fois.
Si j < k, alors 5; apparait dans la partie de droite, tandis que 55 ; se trouve
dans la partie de gauche. Si j > k, c’est I'inverse. Or, les deux sommes s’annulent
et 0p0m1(s) = 0.

(1v.) Par (ii.), ker d,, et im d,,+; sont des K-espaces vectoriels. Le résultat
découle alors de (7ii.). O

Pour le reste de la section, on suppose K = Zy := Z /27, le corps des entiers
modulo 2. En particulier, ceci implique que 'ordre donné aux sommets d’un
complexe simplicial n’influe pas sur ses groupes d’homologie.

Définition 4.6. Soit A un complexe simplicial et (Cs, ds) un complexe différen-
tiel de A. Le Zg-espace vectoriel Hy, (A) = ker d,,/im 6,41 pour 0 < m < dim A
est appelé le m-ieme groupe d’homologie de A. Par ailleurs, nous dirons que le
m-iéme nombre de Betti est By, == dim H,,(A).

Remarque 4.7. Le m-iéme nombre de Betti 3,, représente, de maniére informelle,
le nombre de trous en m + 1 dimensions d’un complexe simplicial. Par exemple,
lorsque m = 0, ce nombre correspond au nombre de composantes connexes. Si
m = 1, ce nombre correspond plutét au nombre de triangles vides.

Exemple 4.8. Soit A = {{1},{2},{3},{4},{1,2},{2,3},{3,4},{2,4}} un com-
plexe simplicial. Puisqu’il est de dimension 1, nous pouvons le voir comme un
graphe
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Nous calculons que

Co = spang, {{1},{2},{3}, {4}}
C1 = spang, {{1,2},{2,3},{3.,4}, {24} }.

Bien stir, ker ég = Cy et im 9 = 0. De plus,

im 6 = spang, {{1} + {2}, {2} + {3}, {3} + {4}, {2} + {4}}
= spang, {{1} + {2}, {2} + {3}, {3} + {4}},

car {2} + {3} + {3} + {4} = {2} + {4} et
kerd; = {{2,3} + {3,4} + {2,4}}.

Ainsi, dans Hy(A) = ker dp/ im &1, on a {1} + {2} = 0 si et seulement si {1} =
—{2} = {2}. Par un méme raisonnement, {1} = {2} = {3} = {4} et il en suit
que Hy(A) = Zs. De plus, nous avons directement que Hq(A) = Zsy. En outre,
Bo = 1 = 1. Nous remarquons effectivement que le graphe A a une seule région
connexe et qu’il y a un trou, qui est la région entre les arétes {2,3}, {3,4} et

(2.4},

Définition 4.9. Soit A, A’ deux complexes simpliciaux. Notons S(A) et S(A’)
les ensembles des sommets de A et A’, respectivement. Une application f :
S(A) — S(A') telle que, si d € A, alors f(d) € A’ est appelée application
simpliciale. Cette fonction induit naturellement une fonction f: A — A’

A partir de la définition précédente, nous pouvons faire de 'ensemble des
complexes simpliciaux et des applications simpliciales une catégorie, que nous
noterons CSim. Ainsi, nous pouvons voir I’homologie comme étant un foncteur
H,, : CSim — vectyz,. Cette fonctorialité nous permettra de généraliser la notion
d’homologie a celle d’homologie de persistance.

Définition 4.10. Soit A, = (A;)?, une filtration de complexes simpliciaux.
Notons f; : A;_1 — A; le morphisme d’inclusion. Le m-iéme groupe d’homologie
de persistance de A4 est

HM(fl) Hm(f2) Hm(fn)
—> PR

Hp(As) = Hp(Ay)

Hyp(Aq) Hp(Ay).

Nous remarquons donc qu’un groupe d’homologie de persistance est une
représentation du carquois 0 = 1 — - -+ — n. Nous formaliserons ce résultat au
théoreme 5.16.

Exemple 4.11. Considérons la filtration Ay = (Ag, A1) de l'exemple 4.4.
On calcule que Hy(Ag) = spang, {{a},{b},{c}}/0 = spany, {{a},{b} {c}} = Z}
et que Ho(A1) = spang, {{a},{b}.{c}}/{{a} + {b}} = spang,{{a},{c}} = Z3.

Puisque l'inclusion est donnée par Papplication simpliciale définie par fi({a}) =

{a}, 1({b}) = {b} et f({c}) = {c}, on a que Ho(f1)({a}) = {a}, Ho(f1)({b}) =
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{b} = {a} et Hy(f1)({c}) = {c}. Or, nous nous retrouvons avec le 0-iéme groupe
d’homologie de persistance

110
Ho(A) = spang, {{a}(0}.4e}} "9 spang, ({a], (o) = 23 1001), 2

Cette représentation se décompose en représentations indécomposables de la
fagon suivante :

(ZQ%ZQ>2@(ZQ*>0).

Cette décomposition s’interpréte comme suit. Au départ, il y avait trois compo-
santes connexes au graphe et a la fin, il y en a deux. Des composantes ont été
connectées des le début, tandis que deux composantes qui n’étaient pas connexes
sont restées disjointes.

5 Analyse topologique de données

Dans cette section, nous donnerons une idée de ce qu’est ’analyse topologique
de données et en quoi les outils discutés jusqu’a présent peuvent étre utilisés
pour étudier la “forme” des données. Pour une introduction plus complete a
I’analyse topologique de données, voir [Oudl5], [CASGO16] et [CM21]. Nous
suggérons aussi [BL23| pour en apprendre sur 1’analyse topologique de données
a n-parametres.

Nous avons vu dans la section précédente que ’homologie d’un complexe
simplicial donne de I'information sur le nombre de composantes connexes et son
nombre de trous. Par ailleurs, ’homologie de persistance nous informe des chan-
gements, & travers une filtration, de ces nombres de composantes connexes ou
de trous. Intuitivement, nous allons vouloir enrichir nos données d’une filtration
de complexes simpliciaux pour avoir une compréhension plus globale de la forme
de nos données.

Partout dans cette section, X C R¥ est un ensemble (ex. : de données) fini
et R* est muni d’une distance.

Définition 5.1. Soit Y C X un sous-ensemble non vide. Le diameétre de Y est
la distance maximale entre deux points de )). Nous le noterons diam).

Définition 5.2. Notons VR, (X) = {0} # Y C X | diamY < r}, pour r > 0.
La filtration de Vietoris-Rips de X est la suite

VR(X) = (VR (X)),¢[0,00)-
La prochaine proposition est facilement vérifiable.

Proposition 5.3. La filtration de Vietoris-Rips est une [0,00)-filtration de com-
plexes simpliciaux.
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Il est commun de simplement considérer un sous-ensemble de VR(X') conte-
nant uniquement des VR, (X) distincts. Puisque X" est fini, cette nouvelle fil-
tration est finie. Par un abus de notation, nous noterons aussi par VR(X) cette
nouvelle filtration. Pour le reste de I'article, ce sera cette derniere que nous
entendrons par VR(X).

Exemple 5.4. Soit X = {a = (0,0),b = (1,0),c = (2,1),d = (3,0)} C R% La
filtration de Vietoris-Rips de X, lorsque nous avons enlevé les répétitions, est
VR(X) = (VRo(X), VR1(X), VR 5(X), VR2(X), VR £(X), VR3(X)) =

N
N
N
/

a b d a—2>b d a—Db d

a — a~—b a=™—b—==4d

Apres avoir appliqué le foncteur Hy a la filtration VR(X'), nous obtenons la
représentation de carquois suivante :

1428
111
Z% 0001 Z% [ | 7o 1 7o 1 7o 1 7o

& ( Zs L Zo ! Zo ! Lo L L 1 Lo )
@

3
(ZQ LEINY/X 0 0 0 0)

@(ZQ 0 0 0 0 0),

qui s’interprete de fagon naturelle en disant qu'une composante connexe a “per-
sistée”, trois composantes connexes sont “mortes” a la seconde étape de la fil-
tration et finalement, qu'une composante connexe est “morte” des la premiere
étape de la filtration. Ceci nous donne une idée de la distribution des données
d’un point de vue topologique et ce, méme si, a priori, la topologie de X n’est
pas intéressante.

La méthode présentée jusqu’'a maintenant nous fournit de ’information to-
pologique sur la distribution des données. Cependant, il est possible que 'unique
parametre, dans ce cas-ci r, qui dénote une distance, ne soit pas suffisant. Peut-
étre qu’en plus d’une distance, nous souhaitons avoir un parametre € pour le
temps ou peut-étre méme souhaitons-nous avoir un troisiéme parameétre p, qui
lui filtre les données selon une densité. Pour pallier a cette demande, nous intro-
duisons le prochain concept, qui généralise les idées discutées précédemment.

Par la fonctorialité de I'homologie H,,, étant donnée une P-filtration de
complexes simpliciaux (4A;);cp, nous obtenons, comme avant, le m-iéme groupe
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d’homologie de cette filtration, H,,((A;);cp), qui est aussi une représentation
de carquois (voir théoréme 5.16). Lorsque

P={0<l<-- <t} x{0<l< - <t} x---x{0<1< - <tp},

nous parlerons d’analyse topologique de données a n-parametres.

Pour le reste de la section, nous donnons quelques propriétés élémentaires
sur les posets et finalement, nous formalisons le lien entre les objets étudiés en
analyse topologique de données et les représentations de carquois. Bien entendu,
les objets étudiés sont, a une certaine abstraction pres, les groupes d’homologie
de P-filtrations.

5.1 Posets

Soit P un poset. Nous dirons que P est conneze, si pour chaque z,y € P, il
existe z1,...,2n € P tels que z; < 241 ou 2; > 241 pour tout 1 <¢<n—1et
ol z1 = x et z, = y. Pour x < y € P, nous dirons que y couvre x, noté x <y, s’il
n’existe pas de z € P tel que z < z < y. Un élément y € P est minimal si x <y
implique que = = y et est mazimal si y < z implique que y = 2. La cardinalité
de P est notée #P.

Proposition 5.5. Soit P un poset fini. Pour tout y € P, soit il existe un z € P
qui couvre y, soit y est maximal et de la méme facon, soit il existe x € P tel que
y couvre x, soit y est minimal.

Démonstration. Nous montrerons uniquement la premiere partie, la seconde
étant analogue.

Supposons que y est maximal. Alors, il n’existe pas que z € P qui couvre y.
En effet, si s’était le cas, nous aurions y < z ce qui contredirait notre hypothese.

Supposons maintenant que y n’est pas maximal. Or, il existe z € P tel que
y < z. Supposons que z ne couvre pas y. Dans ce cas, il existe z; € P tel que
y < z1 < z. 51 21 ne couvre pas ¥y, nous pouvons répéter ce procédé afin d’obtenir
une chaine croissante y < z, < zp—1 < - -+ < 21 < 2. Ce procédé se termine, par
exemple & z,, car P est fini et dans ce cas, z, couvre y. ]

Remarque 5.6. L’hypothese que I’ensemble soit fini est importante. Par exemple,
#7 = #Q, mais la proposition précédente est vraie pour Z et elle est fausse pour
Q. En effet, pour n,m € Z, il faut et il suffit que n = m + 1 pour que n couvre

. d+b
m. Cependant, dans Q, pour toutes § < ¢, nous avons que § < 452¢ < 9.

Proposition 5.7. Soit P un poset fini. Il y a au moins un élément minimal et
un élément maximal dans P.

Démonstration. Supposons qu’il n’y a pas d’élément maximal. Alors, il existe
1 < xo < +-- < xp < -+ € P ce qui contredit 'hypothese de la finitude de P.
L’argument est similaire pour I'existence de 1’élément minimal. O

Définition 5.8. Soit P un poset. Le diagramme de Hasse de P est un graphe
orienté, ou il y a une fleche x — y si et seulement si x <y € P.
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Exemple 5.9. Le diagramme de Hasse de P = Z est
= -2—-1—0—1—2—---

Définition 5.10. Soit P un poset fini et connexe. Soit Qp le carquois tel que
Qpo = P et tel qu’il y a une fleche o : £ — y dans Qp1 que si x <y € P. Posons

Ioc={c—d|c=(i|or,...,ap | j),d=(i| B1,...,.Be | j) € Qet {,0' >2).
Le carquois lié (Qp,Z¢) est nommé carquois de Hasse de P.

Il suit de la construction de ) que ce carquois est fini, connexe et n’a pas de
cycle. On appelle Z¢ le commutateur.
Nous supposerons a partir de maintenant que P est un poset fini et connexe.

Définition 5.11. Soit (P, <) un poset. Un poset (S, =) est un sous-poset de
(P, <) si

i. SCP;
ii. Pour tous xz,y € S, si z < y, alors z < y.
Nous dirons que S est plein si, de plus, x < y implique & < y pour tous z,y € S.

Définition 5.12. Soit P un poset et S C P un sous-poset. L’ enveloppe convexe
de S est le sous-poset plein de P avec I’ensemble d’éléments

S:={zeP|ilexiste x,y € S tel que x < z < y}.

De plus, la frontiére de S, notée OS, est le sous-poset plein de P ayant pour
objets I’ensemble des éléments minimaux et maximaux de S.

5.2 P-module de persistance

Nous définissons maintenant 1’objet algébrique de base étudié en analyse topo-
logique de données.

Définition 5.13. Soit P un poset. Un P-module de persistance est un fonc-
teur M : P — vectg. En outre, la catégorie des P-modules de persistance est
modP = Fun(P, vectg).

Remarque 5.14. Soit M € modP. Nous décrirons M en détails. Pour tous
x <y € P,on aque Mz et My sont des K-espaces vectoriels et M;_,, =
Mx — My est une application linéaire. Il suit de la définition d’un foncteur
que M, est 'application identité et que si x < y < z € P, alors M,_,, et
M, .. se composent pour donner M,_,.. Puisque pour chaque z <y € P, il y
a un unique morphisme x — y € P, nous avons une unique application linéaire
M(x — y) = M,_,, dans vectg. Ainsi, pour P fini, les applications M,_,, ol y
couvre x déterminent ’entiereté des applications M, ., pour 1 < x, € P. En
effet, pour n’importe quelle chaine 1 < 9 < --+ < xy_1 < xy, il suit de 'unicité
du morphisme x1 — xp € P que My, 5, = My, | 2,00 My .
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Les P-modules de persistance sont effectivement les bons objets a étudier en
analyse topologique de données. L’exemple qui suit en est une justification.

Exemple 5.15. Soit P un poset considéré comme une catégorie. On se rappelle
qu’on peut voir I'homologie comme un foncteur H,, : CSim — vectz,. Il est aussi
naturel de voir une P-filtration comme un foncteur F' : P — CSim. Par exemple,
la filtration de Vietoris-Rips est un foncteur VR(X) : [0,00) — CSim. Or, la
composition H,, o F' : P — vectz, est un P-module de persistance.

Le prochain résultat justifie I'utilisation de la théorie des représentations des
carquois dans I’étude des P-modules de persistance.

Théoréme 5.16. Soient P un poset fini et (Qp,Zc) le carquois de Hasse de
P. Les catégories rep(Qp,Z¢c) et modP sont équivalentes.

Démonstration. Nous définirons directement deux foncteurs et nous montrerons
qu’ils sont équivalents. En premier lieu, nous prenons

F :rep(Qp,Zc) — modP
FM :P — vectg
i+ M;
1<t Dy
<] Yasisj
(f = (fi)icqpo : M = N) = (Ff = (fi)ic@p, : FM — FN)

M = (Mi7wa:i—>j)i€on,a€Q'p1 —

ou Ff = (fi)icop, €st une transformation naturelle. En effet, le diagramme
suivant est commutatif dans rep(Qp,Z¢) et dans modP

ha
Ms(a) — Mb(a)

fs(a)J/ lfb(a)'

Ns(a) =5 Ni(o)

Notons que par la remarque 5.14, le fait de définir un foncteur P — vectx en
ne considérant que les i,j € P tels que 7 < j n’a pas d’influence. De plus, la
proposition 5.5 nous garantit 1’existence de ce j, pour tout ¢ € P. Nous voulons
cependant vérifier que tout chemin ¢ = (i | aq, ..., | j) correspondant a une
chaine ¢ = 11 <ig<---<igy1 = j, est envoyé par F' a l'unique application M;_,; =
Mig—)j s MZ—>’LQ La définition de F' nous dit que Mi—>j == 1/16 = ’gbae < '1/1041. Si
d=(i|Bi,...,8e | j) est un autre chemin, alors le commutateur Zx implique
que Y. — g = 0 ce qui entraine que . = g = M,_,;. Cette application est
donc unique. Or, F' est bien définie. Puisque F' agit comme l’identité sur les
morphismes de rep(Qp,Zc), il est clair que F(gf) = F(g)F(f) pour f,g €
rep(Qp,Zc) et que F(1y) = F((1a,)icqy) = (Ln,)iep = Lrar. Ainsi, c’est un
foncteur.
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Définissons maintenant le foncteur suivant

G : modP — rep(Qp,Zc)
M : P — vectg
o M = GM = (M, Mi5)icQpo, azi—sjeQ
i <i My ’ PO TR
1 <jrr My
(¢ = (i)ieQpy : M = N) = (G = (¢i)ic@p, : GM — GN).

Pour les mémes raisons qu’évoquées plus haut, G est bien défini et est bel et
bien un foncteur.

Il est facilement vérifiable que GF = Liep(Qp,zo) €0 que FG 5 1moap- En
effet, pour M,N € rep(Qp,Zc) et f: M — N un morphisme, alors GF (M) =
M,GF(N)= N et GF(f) = f. Or, il suffit de considérer I'isomorphisme naturel
(In) Merep(@p, 7o) : GF = Liep(Qp, 7o) POUr obtenir le résultat. C’est similaire

pour FG = 1noap- O

Vu le résultat précédent, la catégorie modP a aussi une somme directe. Soient
M, N € modP. La somme directe de M et N, notée M & N, est le P-module
de persistance ou (M & N)(i) = M(i) @ N(i) et (M & N)(i < j) = M(@i <
Jj) @ M(i < j) pour tous i < j dans P. Nous obtenons la somme directe d’un
nombre fini de P-module de persistance par récurrence.

La limite et la colimite d’un P-module de persistence sont additives, dans le
sens de la proposition suivante.

Proposition 5.17. Soient M, N € modP. Alors, lim(M & N) = lim M & lim N
et colim(M @& N) = colim M @ colim N.

Démonstration. La somme directe est un exemple de limite et de colimite (voir,
par exemple, les chapitres I11.4 et VIIL.2 dans [Lan78]) et les limites (respecti-
vement, les colimites) commutent entre elles (voir, par exemple, le chapitre 1X.2
dans [Lan78]). O

6 Multiplicité

I suit du théoréeme de Krull-Remak-Schmidt (théoréme 3.10) que ’étude de
rep@ se réduit a la classification des représentations indécomposables. Ce théo-
réme s’applique aussi a rep(Q, Z) et donc & modP, en vertu du théoréeme 5.16. En
analyse topologique de données, ot nous voyons a présent les P-modules de per-
sistance comme des représentations dans rep(Qp,Z¢), certaines représentations
indécomposables ont une signification claire. Ainsi, il est naturel de se demander
combien de fois une telle représentation se retrouve dans la décomposition d’une
représentation.
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Définition 6.1. Soient M,U € rep(Qp,Zc) avec U indécomposable. Suppo-
sons que M = fl ® - ® U, on Uf" est la somme directe de t; copies de
Ui € rep(Qp,Zc), qui est indécomposable et ou U; 2 U; pour tous i # j. La

multiplicité de U dans M est le nombre

t; siU =2 U; pour un certain 1 <3 <n
mult(M,U) ::{l P -

0 sinon.

Définition 6.2. Soit S C P un sous-poset. On définit la représentation indi-
catrice par I == (M;,¥a) € rep(Qp, Zc) la représentation telle que

0 sinon 0 sinon.

Mi:{K siieS, ot 1/1a={1 si s(a) <b(a) €8,

Il est & noter qu’on trouve aussi module-intervalle dans la littérature.

Soient i < j dans P et M € rep(Qp,Zc). Notons

igl = {eePli<a<j).
On voit que m = [i,j]. Supposons que M est le k-iéme groupe d’homologie
d’une P-filtration de complexes simpliciaux. Le nombre de trous en k41 dimen-
sions qui persistent de i & j est mult(M, I; ;). Nous serons alors particulierement
intéressés a calculer ce dernier de maniere efficace. Nous dédierons le reste de
larticle a cette fin, pour le cas ou P = [4,j].

Définition 6.3. Soit S C P un sous-poset connexe. Nous définissons le foncteur
de restriction comme le foncteur ress : rep(Qp,Zc) — rep(Qs,Z) qui envoie
la représentation M = (M;,%a)ieP,acQp & (Mi,Ye)ies, ceQs, O, sic i — j
est une fleche dans @, alors nous avons un chemin ¢ = {i | a1,...,a4 | j} dans
Qp et dans ce cas 1. est I’évaluation de M sur c¢. Finalement, un morphisme
f=(fi)iep : M — N est envoyé a ressf = (fi)ies : ressM — resgN.

On remarque que dans la définition précédente, le choix de chemin ¢ de ¢
a j dans Qp n’a pas d’importance, puisque si ¢ est un autre tel chemin, alors
e = Y. En effet, ceci découle directement de la définition de rep(Qp,Z¢). Par
ailleurs, la vérification du fait que ress est un foncteur est directe.

Exemple 6.4. Supposons P = {1,2,3} x {1,2} et S = {(2,1),(3,2)} avec la
relation (z,y) < (2/,y) si et seulement si z < 2’ et y < y/. Prenons, par exemple,
la représentation

(5]
K1 g 0, g2
M=T" oo Ji591
0 K? K?

[66]
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dans rep(Qp,Z¢). Alors,

Le foncteur de restriction se décrit aussi dans le contexte des modules de
persistance. Soit S C P un sous-poset connexe. Notons F' : § — P le foncteur
d’inclusion, donc ou F(z < y) = z < y pour tout x < y € S. Le foncteur de
restriction est défini par

ress : modP — modS
M— MF
((fi)ier : M = N) = ((fi)ies : MF — NF).

6.1 Résultat principal

Nous énoncerons désormais notre résultat principal et nous utiliserons le reste
de 'article pour le démontrer.

Théoréeme 6.5. Soit P un poset fini et connere ayant un unique élément
minimal et mazximal. Alors, mult(M,Ip) = mult(resgp M, lgp) pour tout M €

rep(Qp,Zc).

Remarque 6.6. Par le théoreme 5.16, le résultat précédent s’applique aussi a
modP. En fait, nous ferons la démonstration en considérant M € modP.

Avant de faire la démonstration du théoreme 6.5, nous illustrerons son utilité

par un exemple.

Exemple 6.7. Supposons K = R et prenons P = {1,2,3,4,5} x {1,2,3} C Z%.
Soit M € rep(Qp,Z¢) la représentation suivante :

—1-2 {—1 1} [(1) _11} 10
K2 [o 5] K2 -1-1 K2 00 K3 [00—1] K2
1 _3_ 20 _
318 (9P [31] [01] [891]
hog . 30]
M = K3 000 K3 [101] K2 [O 1] KQ 00 K3
10 10 22
i LIt (i I P
30 [ég} 010 11
K2 [0 1] K2 00 K3 [101} KQ [0 1] K2

Nous voulons calculer mult(M,Ip). A premiére vue, cela n’est pas évident
en regardant simplement M, mais, par le théoréme 6.5, il suffit de calculer
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mult(resgp M, Igp). Ce dernier calcul est souvent plus simple. En prenant n’im-
porte quel chemin du minimum au maximum et en multipliant les matrices
associées, nous obtenons

resgpM = [88]/’

On remarque directement que mult(resgp M, [sp) = 1 et donc que mult(M, Ip) =
1. Un corollaire de la démonstration du théoréme 6.5 nous donne une autre facon
de calculer cette multiplicité. En effet, par le lemme 6.10, on a que

mult(resop M, [op) = rang ([§§]) =1
et il découle du lemme 6.10 que mult(M,Ip) = rang ([§ §]).

6.2 Démonstration du théoréme 6.5

Soit M € rep(Qp,Zc) ou P est un poset connexe et fini possédant un seul
élément minimal et un seul élément maximal. Par le théoréeme 5.16, on peut voir
M comme un foncteur M : P — vectg.

Etant donné la limite lim M = (£, \) et la colimite colim M = (¢',~), il y a
une application linéaire canonique Wy; : lim M — colim M définie par ¥, =
Yo © Ap pour x € P. En vue de la proposition suivante, W, est bien définie.

Proposition 6.8. L’application linéaire canonique Vs est indépendante du
choixz de x € P.

Démonstration. Soient x,y € P. Nous souhaitons montrer I’égalité v, o A, =
Yy © Ay. Par les définitions de cone et co-cone, on a, pour tout f : 4 < j, que
M fol; = Aj et que yjoM f = ;. Ainsi, on obtient y;0\; = yjoM fo); = ;0]
pour ¢ < j. Si z <y, on a le résultat souhaité. Sinon, par la connexité de P, on

sait que pour tous z,y, il existe une chaine d’éléments z1, z9,..., 2z, de P telle
que x < 21 > 29 < --- > 2z, < y permettant de relier x et y. Par la chaine
d’égalités Y0 g =72, 0A;, = -+ =72, 0);, = 7y oAy qui en résulte, on obtient
le résultat souhaité. ]

L’application Wy, a été étudiée dans [KM21], ot son rang a été nommé rang
généralisé. Par ailleurs, dans ’exemple 6.7, nous avons obtenu ¥, = [8 8]. Nous
donnons ci-dessous une correspondance entre ce rang généralisé et la multiplicité
de la représentation indicatrice. Ce résultat a été montré dans le cadre des
représentations de carquois dans [Kin08] et plus tard par [CL18] pour des P-
modules de persistance. Finalement, un résultat plus général est récemment
apparu dans [BDL25], ou la catégorie des foncteurs Fun(C, Vectx) pour C une
petite catégorie a été considérée.

Lemme 6.9. ([CL18]|, Lemma 3.1). Notons r = rang V. Alors, M =
(Ip)"® N ou ¥y = 0.
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Démonstration. Premierement, de l'algebre linéaire, on a que r = dimim W,,.
Notons par (im ¥,/)p la représentation donnée par ((im ¥ys)p), = im ¥y, et
(mYpr)p)asy = 1 (ou 0, si imW¥y; = 0) pour tous = < y dans P. Alors,
(im ¥ )p = (Ip)". Nous montrerons ainsi que M = (im ¥y )p & N.

Nous avons, encore par 1’algebre linéaire, les décompositions suivantes :

0= im Wy ®ker Uy et £/ =2 im Uy, @ coker U)y.

On considere I'isomorphisme Uy = Unrlimw,, @ imW¥y — im ¥y, Puisque
Uy = v oN : limM — M, — colimM pour un z € P, on a ¥y =
(’7.1’ o )\$)|im\11]w == f}%‘im)\z‘imq,M o )\$‘lm\I/M NOtOHS )\Jﬁ = A.Z‘|iIIl\Ilj\,j et 5/11/‘ =

Ve lim Aclimwy, - Nous obtenons, similairement a plus haut, une décomposition
im Wy & im A\, @ ker A, Puisque 4, o Az est un isomorphisme, nous avons que
Az est injectif et donc que ker X\, = 0. Or, im ¥y, = im \,. Ainsi, on a que
M, = im A\, @ coker \; = im ¥, @ coker A\, pour tout z € P. Cette décompo-
sition est préservée par les applications M,_,,. En effet, ceci est justifié par la
commutativité du diagramme suivant

im Wy @ ker Uy,

/ \}Ay

My, _
im U, & coker \, i im Wy @ coker A,,.

7\;(/7

x Y
0 gx im W @ coker ¥y, 0 gy

On pose N € rep(Qp,Z¢) tel que N, = coker A, et Ny = My_yy| N, pour tous
x <y € P. Nous obtenons donc que M = (im Wy )p & N = (Ip)" @ N.

Il reste & montrer que ¥y = 0, ce qui est équivalent a im ¥V = 0. Par la
proposition 5.17, les limites et les colimites commutent avec les sommes directes
finies. De plus, il est évident que I'image commute aussi avec les sommes directes
finies. Or, nous avons que

~

im ‘I’(im W) p®N = im(\If(im\I,M)P D ‘I’N) im \I’(im‘IIM)P ®imUYy.

Un calcul direct nous donne que im Wy, g,,), = im¥y. Or, en utilisant la
décomposition M = (im Wy;)p @ N, nous obtenons im ¥y, = im Wy, @ im ¥y,
ce qui entraine que im ¥ = 0 et donc que ¥y = 0. ]

Lemme 6.10. Soit P un poset fini et connexe ayant un unique élément minimal
et mazimal. Alors, rang W s = rang ¥ es,p 01 -

Démonstration. Notons lim M = (¢, \) et limresgpM = (r,1). Notons 'unique
élément minimal de P par w. Soit z € P. Puisque P est connexe et w est unique,
nous avons que w < x et donc que M,,_., existe. Nous montrerons que £ = M,
et que A = (My—z)zep. Premiérement, (M, (My—z)zep) définit un cone de
M. En effet, soient x < y dans P. Alors, M, o My_; = My_y. Supposons
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maintenant que (n, ¢) est un céone de M. En particulier, nous avons le diagramme
commutatif suivant
o T

My ———— My

ce qui implique qu’il y a une unique application n — M,,, donnée par ¢,,, qui
est telle que My, .. o ¢y, = ¢, pour tout z € P. Ceci montre que lim M =
(My, (My—q)zep). De facon complétement analogue, nous montrons que r =
My, et v = (My—z)zcop- En particulier, w est aussi 'unique élément minimal
de OP.

Notons par z I'unique élément maximal de P (et par le fait méme de OP).
Nous obtenons dualement que colim M = (M., (M,—.)yep) et colimresgp M =
(M, (My-2)ycor)-

Par la proposition 6.8, nous pouvons choisir un élément arbitraire de P pour
calculer ¥j;. Prenons w. Alors, ¥y = M,_,,. De la méme facon, nous avons
que Wyesypvt = My.. De la proposition 2.17, les limites et colimites étant
uniques a isomorphisme pres, le rang de ces applications reste inchangé, d’ou le
résultat. O

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal.

Démonstration du théoréme 6.5. Parle lemme 6.9, on a rang Wy, = mult(M, Ip).
Ensuite, par le lemme 6.10, on trouve que rang ¥ = rang W, 1. Alors, par le
lemme 6.9 appliqué a resgpM a la place de M, le résultat suit directement. [J
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